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Vad har vi gjort hittills? fefeel frocknon

Vi har introducerat en rad olika statistiska begrepp och metoder, t.ex.
® Centralmatt och spridning
¢ Korrelationer, linjar regression, och prediktioner
® Populationer, stickprov, parametrar, och bias

® Experiment, observationsstudier, och kausalitet

Vi har diskuterat dessa relativt 6vergripande, mest skarapat pa ytan

Men: for att bli sjalvgaende och kreativa statistiker behover vi mer djuplodad forstéelse
for statistiska metoder

Vi ska nu borja arbeta mot precis detta mal!



Stockholm

Vad ska vi géra nu? 5% & University

e Fran tidigare: statistik handlar om att dra slutsatser om en population, utifran
information som finns i ett stickprov

® Stickprov dras ofta med hjélp av nagon sorts slumpmekanism, i ndgon bemérkelse gar
vigen fran population till stickprov via slumpen

e Vi vill ga at andra hallet, fran stickprovet till populationen, och maste darfér ha forstaelse
for slumpmekanismen som binder samman de tva d&ndpunkterna

® Det visar sig att vi kan formalisera slumpen med hjilp av matematik, och vi kommer nu
borja arbeta med att skapa forstaelse for denna formalisering

® Vi forknippar ofta slumpen med fragor om hiandelser och sannolikheter, t.ex.
® Sannolikheten att sla krona nér vi singlar slant
® Sannolikheten att Tottenham dker ur PL denna sdsong (forhoppningsvis 100%)

e Déarfor ska vi nu borja stilla upp ett matematiskt ramverk dér vi kan definiera just
héndelser och sannolikheter



Slumpmassighet, slumphandelser och
sannolikheter



Slumpmassighet

® Gar det att forutsdga utfallet av ett tdrningskast?

® Gar det att forutsdga utfallet av en slantsingling?



Fran slumpméssighet till sannolikhet

e Svart, eftersom bada &r slumpméssiga hédndelser!

e Men: ilanga loppet kan vi forutsiga antalet kast som landar pa varje utfall!
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Sannolikheter L% ¢ University

Sannolikheter kvantifierar var osdkerhet kring slumpméssiga fenomen

P& forhand kan vi inte sdga exakt hur ett tdrningsfast kommer falla ut

® Men: vi kan rdkna upp alla méjliga utfall, och beskriva hur troliga de &r

Studiet av sannolikheter kallas sannolikhetsliara, och kan t.ex. handla om
® Sannolikheten fér en kdrnkraftsolycka eller stor 6versvimning
® Sannolikheten foér att tva personer har en matchande DNA-profil

¢ Exempel pa relevant fraga:

® Vi vet att en specifik typ av sjukdom finns hos 0.1% av befolkningen

® Det finns ett test for sjukdomen i fraga, som har 99% pricksidkerhet

® Om testet ar positivt, vad ar sannolikheten att personen faktiskt ar sjuk?

® Vi ér osékra da vi inte vet (i) om personen &r sjuk, och (ii) om testet &r korrekt
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Sannolikhetslara och s ' 55t < University

® Vi ska som sagt borja intressra oss for slumpméssiga fenomen och var osdkerhet kring dem
® Det ar relevant for oss da
® | princip all statistisk metod grundar sig i ndgon typ av sannolikhetsmodell

® Det hjélper oss att kvantifiera osiikerheten i en prediktion eller skattning — t.ex. felmarginaler
i opinionsundersokningar, osdkerhetsintervall fér rénteprognoser, etc

® Det kan hjilpa oss att fatta (optimala) beslut under osékerhet
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Exempel: Sannolikhetslara i regressionsanalys

® Vi har anvéint regressionslinjen, g = b, + by, for att gora prediktioner, g, = by + by ;

® Om z; ar medeltemperaturen en given dag, kan vi di vara sikra pa g, (skattat antal
forsalda glassar) kommer vara helt korrekt? Troligtvis inte!

® Men: Med hjalp av sannolikhetsldra kan vi ta fram osékerhetsintervall for y;

® Om by # 0, betyder det da nédvéindigtvis att det finns ett samband mellan x och y i
populationen?

® Med sannolikhetsliara kan vi fa en mer formell behandling av signifikans, och ténka mer pa
hur vi generaliserar fran stickprov till population

® Vi kan ocksa ta fram osdkerhetsintervall f6r populationsvarianten av b,, som troligtvis tédcker
det sanna virdet



Exempel: Sannolikhetslara i regressionsanalys
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Forsok, utfall, och utfallsrum

Nér vi t.ex. singlar slant eller kastar tdrning s utfor vi ett forsdk (eng: trial)
Vi observerar da ett utfall (eng: outcome), t.ex. krona i slantsingling

Vi samlar alla mdjliga utfall i det som kallas for utfallsrum, och ofta betecknas med S

For en slantsingling har vi t.ex. S = {Krona, Klave}

Om vi kastar en tdrning kan vi illustrera utfallsrummet som nedan

B

Om vi kastar tva tdrningar, och rédknar totalt antal prickar, far vi paA motsvarande séatt
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Handelser University

® En hindelse bestar av en méngd av utfall — vi kan t.ex. betrakta héndelsen
A = {summan av prickar bli 7 nir vi kastar tva tarningar}

e Vilka kombinationer av utfall gor att héndelsen A intréffar?
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® Vi skriver observationspar som (prickar pa tdrning 1, prickar tdrning pa 2), och ser da att
hédndelsen A definieras som

A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
12
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Handelser

® En annan hindelse: B = samma antal prickar pa tva slagna tarningar
¢ Vilka kombinationer av utfall leder till B?
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® Vi har
B={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

13



Stockholm

~ University

e Ni kan pa egen hand testa att reda ut vilka observationspar som hor till hdndelserna
nedan, alla nér vi kastar tva tédrningar

® (' = {summan av prickar blir max 4}

® D = {summan av prickar blir minst 10}

® G = {summan av prickar blir mindre &r 4 eller storre dn 8}

® F = {summan av brickar ligger mellan 2 och 7 och &r ett jamnt tal}

® Anvind bilden pa slide 11 om ni beh&ver hjélp att orientera er bland utfall!
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Sannolikheter

® Vi kan inte forutsidga utfallet av en enskild slumphéndelse, t.ex. ett tdrningskast, pa
grund av just slumpméssigheten

e Men: om vi kan kvantifiera hur troliga de olika utfallen ar, sa far vi atminstone en bild
av vad vi rimligtvis kan forvinta oss

® Det dr av denna anledning vi introducerar sannolikheter
® Vi betraktar ett enkelt tdrningskast — vad &r sannolikheten att sld en sexa?
® Vi definierar utfallsrum och anger héindelsen vi ar intresserade av — precis som tidigare

° S=1{1,2,3,4,5,6}
* A={6}
® Vi ar da intresserade av sannolikheten for handelsen A, vilken betecknas med P(A)

® Vi har att 0 < P(A4) <1 - vad betyder P(A) = 0 respektive P(A) = 17

15
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Tolkningar av sannolikhetsbegreppet %< University

¢ Vi kan tolka P(A) som en logisk sannolikhet, dvs

B antal utfall i A
~ totalt antal mojliga utfall

P(A)

® Det finns sex mojliga utfall vid ett tarningskast, och hdndelsen A = {6} innehaller ett av
dem — enligt definitionen ovan ger detta P(A) = 1/6 ~ 0.1667

¢ Vi kan dven tolka P(A) som en empirisk sannolikhet, som bygger pa att vi kan kasta
tarningen ett “odndligt” antal ganger

antal ganger som A intraffar

P(A) = (nar antalet forsok — o0)

totalt antal forsok

e Till slut kan vi ocksa kalla pa var egna erfarenhet och intuition, och dérifran tolka P(A)
som en subjektiv sannolikhet

e [ixempel: Min erfarenhet av och min uppfattning om en tarnings symmetri sdger mig att
min sannolikhet att sla en sexa dr 1/6 ~ 0.1667

16
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Stora talens lag L% ¢ University

® Vi kan titta lite ndrmare pa empiriska sannolikheter, och anvdnda R for att simulera ett
stort antal tdrningskast

® Vi kan sedan se hur kvoten nedan utvecklas

P(A) = antal gdnger som A intréaffar

o t 1 t f.. ..k %
totalt antal forsok (nér antalet forso 00)

® Vi antar att
® P(A) ar samma for varje tarningskast (dvs varje forsok)

® Alla tarningskast &r oberoende av varandra — detta betyder t.ex. att utfallet i forsok 1 inte
paverkar sannolikheterna for olika utfall i forsok 2, osv

® D4a kan vi visa (ingdr ej hir) att andelen sexor kommer stabiliseras i takt med att vi
upprepar forsoket ett stort antal ganger

® Kvoten kommer alltsa ga mot ett specifikt viarde, som vi definierar som den empiriska
sannolikheten P(A)

® Detta ar ett exempel pa ett resultat som kallas stora talens lag
17
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Stora talens lag S Untversity

Stora talens lag - slantsingling
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® Bilden till hoger ar tagen fran fran det interaktiva verktyget som finns pa kurshemsidan
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Venndiagram
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Visualisering av handelser

2250

® Det kan vara fordelaktigt att ha ett ramverk fér att visualisera olika hdndelser — dels for
inldrning, dels for att underlédtta berdkning av mer komplicerade sannolikheter

® Vanligtvis gor vi detta i Venndiagram, dar
¢ Utfallsrummet (allt som kan intraffa) visas som en rektangel

® Haiandelser ritas som cirklar, ellipser eller rektanglar.

S S

B

(a) Diagram med héndelsen A (a) Diagram med hindelserna A och B

20



Kast med tva tarningar

e Kan vi se diagrammen nedan som Venndiagram?
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e Ja! Hela utfallsrummet representeras av en rektangel (kvadrat), och hindelserna ritas in
med hjilp av (fairgkodade) rektanglar

® Vi kan hir notera att det inte finns nagot 6verlapp mellan héndelserna
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Kast med tva tarningar — med overlapp 24S University

® Vi byter nu ut hidndelsen “summera till sju” mot “summera till tio” och far
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® Vi ser att det finns 6verlapp mellan hédndelserna — vilket for oss in pa en ny distinktion
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Disjunkta handelser

® Vi sdger att handelser ar

® overlappande om de innehdller gemensamma utfall (t.ex. A = klara tentan och
B = klara inluppen)

¢ disjunkta om de inte innehiller gemensamma utfall (t.ex. A = klara tentan och
B = kugga tentan)

® Vi har dven sett exempel pa bada dessa typer ovan!

S S
A A

B
B

Overlappande hindelser Disjunkta handelser

23



Komplementhéandelse

® Vi utgar aterigen ifran héndelsen A, men intresserar oss nu dven for hiandelsen “inte A”

® Vi kallar “inte A” for komplement till A, och betecknar det med A€ (¢ for complement)

A
AC

® Exempel: Tarningskast

¢ A = {udda antal prickar} = {1,3,5}
® A°¢ = {jamnt antal prickar} = {2,4,6}

e Exempel: Inflation

¢ A = {inflationen nésta manad < 2}
® A¢ = {inflationen nésta manad > 2}

e Friaga: Ar A och A° 6verlappande eller disjunkta héndelser? .
2



Snitthandelse

® Snitthéndelsen intraffar dd bade A och B intraffar — skrivs som AN B (alt. A och B)

e Exempel: Tva tarningskast

¢ A = {samma antal prickar pd bada tarningar} 3 ) o
) o AN B = {5:a pa bada tarningarna}
® B = {summan av prickarna &r tio}

¢ Exempel: Lagkonjunktur

® A = {Tillvaxt kvartal 1 < 0} i
o AN B = {Negativ tillvixt tva kvartal i rad}
® B = {Tillvixt kvartal 2 < 0}

® Om A och B ar disjunkta far vi AN B = () (tomma méingden)
25



Unionhandelse

® Unionhéndelsen intriffar da A och/eller B intraffar, och betecknas AU B

e T bilden nedan ser vi att A U B innebar att minst en av A och B intraffar

AUB

¢ Exempel Universitetsstudier

¢ A = {Kommer in pé en kurs med betyg}

o .. AUB =K or in pa kurse
¢ B = {Kommer in pa m.h.a. hogskoleprov} 3 = {Kommer in pa kursen}

26



Venndiagram och sannolikheter



Sannolikhetslara i ord

® Vi ska strax fora mer matematiska resonemang kring sannolikheter
® Vi utgar ifran en given héndelse, och uttrycker forst nagra resultat i ord for jamforelse
¢ Sannolikheten att hidndelsen intréffar ligger alltid mellan 0 och 1 (inklusive 0 och 1)

® Om sannolikheten &ar 1 &r det helt sdkert att hidndelsen intraffar, och om sannolikheten
ar 0 ar det helt sédkert att hidndelsen inte intraffar

e Sannolikheten att hdndelsen inte intraffar 4r 1 minus sannolikheten for att den intréffar

® Om tva hiandelser inte kan intriffa samtidigt, &r sannolikheten att atminstone en
intraffar summan av bada handelsernas sannolikheter

® Sannolikheten att tva oberoende héndelser bada intréaffar &r lika med produkten av
héndelsernas sannolikheter

® Meningarna blir langa, svartolkade, och nagot krystade i ord

e Men: vi far mer 6vergripliga uttryck med hjilp av matematikens sprak

28



Sannolikhetslara i matematik

® Vi tar nu motsvarande uttryck/resultat och uttrycker dem i matematik

® Fo6r hindelserna A och B, i utfallsrummet S, géller att
s 0<PAKL1
* P(S) =
o P(A°) =1— P(A)
e P(AUB) = P(A) + P(B) om A och B ar disjunkta
e P(ANB) = P(A)- P(B) om A och B ir oberoende

e Efter lite 6vning brukar det vara lattare att uttrycka oss pa detta sidtta — det ar dessutom
mer exakt och ldmnar mindre utrymme fér missforstand

® Vi &r nu redo att arbeta fram dessa resultat med hjilp av Venndiagram

29



Komplementsregeln } University

® Vi vet att A och A¢ &r disjunkta, och kan representeras som nedan

A
AC

® A och A° técker tillsammans hela utfallsrummet, vilket ger P(A) + P(A°) = P(S) =1

Komplementregeln:
P(A%)=1—P(4)

Exempel:

P(Duplantis slar inte vérldsrekord) = 1 — P(Duplantis slar virldsrekord)

30
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Additionsregeln — disjunkta héandelser “S University

® Vi kan illustrera tva disjunkta héndelser som i diagrammet nedan

S

B

® Vi soker nu sannolikheten att minst en av A och B intraffar

Additionsregeln: Om A och B ér disjunkta har vi att

P(AUB) = P(A) + P(B)

31



Allména additionsregeln I” %trcl)lcx:rlé}l}glltr;rl

Allméana additionsregeln: Om A och B ér tva handelser har vi att
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)

Vi maste subtrahera P(A N B) for att inte rdkna den tva génger!

® Fraga: Vad hdnder om A och B ar disjunkta?
32
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Exempel: Rost pa socialdemokraterna d %tr?if,ergig

® Vi antar att

® R = {En person rostar pa S i riksdagsvalet}, med sannolikheten P(R) = 0.2.
® K = {En person rostar pd S i kommunalvalet}, med sannolikheten P(K) = 0.3

® Sannolikheten att personen rostar pa S i bada valen & P(RNK) = 0.1

Vad &r sannolikheten att personen rostar pa S i Atminstone ett av valen?

Vi andvinder allmdna additionssatsen och far

P(RUK)=P(R)+ P(K)—P(RNK)=02+03—0.1=0.4

Vad &r sannolikheten att personen rostar inte rostar pa S i nagot val?

Detta exempel dr nagot svarare, men forsok koppla det till bilden pd nasta slide

P(R°NK®)=P((RUK)*)=1—P(RUK)=1-04=06

33
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Exempel: Rost pa socialdemokraterna " $ University

0.1 R

0.2 0.1

0.6
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Multiplikationsregel for oberoende héndelser “S University

Héndelserna A och B dr oberoende om vetskapen att B har intréffat inte paverkar
sannolikheten for A, och vice versa

Oberoende betyder alltsd att hdndelserna inte paverkar varandra i sannolikhetsvig

Om A och B ar oberoende — vad ar da sannolikheten att bade A och B intraffar?

Multiplikationsregel: Om A och B ar oberoende héndelser sa har vi att

P(ANB) = P(A)- P(B)

I F12 kommer vi berakna motsvarande sannolikhet for beroende handelser A och B

35
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Multiplikationsregel for oberoende héndelser S University

® Vi singlar (samma) slant ett antal ganger i rad, och séger att A = krona forsta gangen,
B = krona andra gangen, C' = krona tredje gangen, och sa vidare

® Ar det rimligt att anta att hindelserna éir oberoende?

Vad &r sannolikheten att fa krona tva ganger i rad?

A och B dr oberoende, och multiplikationsregeln ger

P(ANB) =P(A)-P(B)=05-0.5 = 0.25

Vad ar sannolikheten att fa krona fem ganger i rad?

Slantsinglingarna dr oberoende, och multiplikationsregeln ger

P(ANBN--NE)=P(A)-P(B)---P(E)=05-05-0.5-0.5-0.5 = 0.5° = 0.03125

36
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Exempel: Handelser som ej &r oberoende %5°¢ University

® Vi drar slumpmaéssigt tva kort ur en vanlig kortlek med 52 kort, och definierar
héndelserna A = {Forsta kortet ar klover} och B = {Andra kortet ar klover}

Vi vet att P(A) = 13/52, d& det finns 13 kloverkort fran borjan

Om vi drog klover i forsta gangen har vi att 12 av 51 kvarvarande kort &ar kléver, alltsa:

12
P(2:a kortet klover givet 1:a kortet klover) = A

Om vi inte drog klover forsta gangen har vi att 13 av 51 kvarvarande kort ar klover, dvs:

13
P(2:a kortet klgver givet 1:a kortet inte klover) = 51

Vi ser att A paverkar sannolikheten for B, vilket betyder att hidndelserna inte ar
oberoende — vi kan inte anvinda multiplikationsregeln!

® Fraga: Vad hiander om vi lagger tillbaka det forsta kortet innan andra dragningen?

37
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Exempel: Rost pa socialdemokraterna % < University

® Vi atergar till exemplet dér
® R = {En person rostar pa S i riksdagsvalet}, med sannolikheten P(R) = 0.2.
¢ K = {En person rostar pd S i kommunalvalet}, med sannolikheten P(K) = 0.3
® Sannolikheten att personen réstar pa S i bada valen &r P(RNK) = 0.1

Ar R och K oberoende?

Multiplikationsregeln siger att P(RN K) = P(R) - P(K)

Vi har P(R) - P(K)=0.2-0.3 =0.06, och ser s att

P(R)-P(K)=0.2-0.3=0.06%0.1=P(RNK)

Vad betyder detta?
Om héndelserna adr oberoende maste P(RN K) = P(R) - P(K) vara sant

Eftersom likheten inte haller betyder det att hdndelserna inte &r oberoende

38



Kombinatorik
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Pa hur manga olika sétt? ' University

2250

® Vi har pratat om logisk sannolikhet, dvs

_ antal ufall i A
 totalt antal mojliga ufall

P(A)

Denna tolkning av sannolikhet dr vanlig i praktiken, och om vi ska rdkna med den krévs
att vi kan ta fram totalt antal mdéjliga utfall

e Kombinatorik hjélper oss att gora just detta!
¢ Exempel pa mojliga fragestallningar

® Vi viljer helt slumpmaéssigt fem kort fran en kortlek med 52 kort (4 farger med 13 valdrer),
vad dr sannolikheten att alla har samma farg? Vi behover antalet sitt att vilja fem kort!

® Antag att vi ska vélja 3 personer hir inne som automatiskt far 10 bonuspoéang till tentan —
hur méanga olika trios kan vi valja? Vi behover antalet satt att vilja tre personer!

40



Permutationer

® Antag att m personer ska lottas in i en ny bostadskd — hur ménga olika koer kan bildas?
® Forstaplatsen kan delas ut pa n olika sétt (alla n personer kan fa den)
® Andraplatsen kan delas ut pd n — 1 olika séatt (alla utom personen pa forsta plats kan fa)

® Tredjeplatsen kan delas ut pa n — 2 sitt, och sa vidare

e Multiplikationsprincipen siger att antalet mojliga koer ar

nl=n-(n—1)-(n—1)-...-2-1

® n! uttalas n-fakultet, och sigs ange antalet mojliga permutationer av n objekt

® Antalet permutationer beskriver antalet sitt pa vilka vi kan ordna ett antal objekt

41
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Permutationer University

Nio I6pare springer ett lopp — hur manga olika prispallar kan loppet resultera i?

Multiplikationsprincipen sdger att pallplatserna kan fordelas pa 9-8 -7 = 504 olika sdtt.

® Hir stannade vi efter 7, och fortsatte inte multiplicera hela vigen ner till 1 som tidigare

® Anledningen &r att vi hir raknar antalet permutationer av 3 objekt valda bland 9
mojliga — vi véljer alltsa inte alla 9, utan stannar nér vi valt 3

Antalet permutationer av k objekt valda bland n mojliga (k méste vara < n) &r

WPo=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)

Med lite matematik far vi att

P_n-(n—l)-(n—2)-...~(n—k—|—1)~(n—k)!_ n!
ke (n—k)! " (n—k)!

n
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Dragning utan aterlaggning, med hansyn till ordning 3¢ University

vilj k = 2 blandn =3

utan aterlaggning - med hansyn till ordning

n! _ 3! _3-2-1
(n—Fk! 1 1

NN

1:a 2:a
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Kombinationer : University

2

Hittils har vi dragit personer utan aterldggning (vi kan ej ha samma etta och trea i kon)

Men: ordningen har alltid spelat roll — det ar inte samma sak att vara etta och 25:a i kon

Nér vi drar tre personer som ska fa bonuspoédng sa spelar ordningen ingen roll — sa
lainge du far 10 extrapoédng spelar det inte sa stor om du blev dragen forst eller sist

Vi drar da tre personer utan aterldggning, men nu utan hiansyn till ordningen
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Kombinationer St & University

® En fordlder skickar in sin femdring i en glassaffar, och ber barnet vélja tre (blabéar,
lakrits, jordgubbe, vanilj, choklad dr mojliga)

® Hur manga siatt kan barnet véilja pa?

Vi soker antalet permutationer av tre smaker ndar de valjs bland 5 maojliga, och far sa
5P3 =5-4-3 =060 olika val for barnet.

Det finns alltsa 60 olika sétt for barnet att bestalla glassen, men for féraldern som ska
dta glassen ar “blabar, jordgubbe, vanilj” likviardigt med “vanilj, blabéar, jordgubbe”.

Vi ar héar intresserade av kombinationer snarare 4n permutationer, da det inte spelar
nagon roll vilken ordning smakerna bestélls i.
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Dragning utan aterldggning, utan hansyn till ordning “§“¢ University

vilj k = 2 bland n = 3
utan aterlaggning - utan hansyn till ordning
n! 3!
Kl(n—k)! 211!

N

2Cr = = 3 sitt

1:a 2:a
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Kombinationer St & University

® Vi vet att ,, P, ger antalet permutationer av k£ objekt valda bland n mojliga
® Vi vet ocksa att varje méngd av k objekt kan ordnas pa k! olika séitt

® Om vi inte bryr oss om ordningen blir antalet kombinationer , P, /k!

Antalet kombinationer (utan hénsyn till ordning) av k objekt valda ur n utan ater-

laggning ges av
P n! n
C = Lk = - =
RO T Kl (n—k)! (k)

Barnet kan bestélla glass pa 5 P; = 60 sétt, alltsd att det finns 60 permutationer.

Men: antalet “unika glassar” ges av antalet kombinationer, alltsa

58  5:4-31 5.4

s =g o 321 2

10.
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Permutationer med aterlaggning

® Du har glomt din fyrsiffriga portkod, och tédnker att du ska chansa tills du slar ratt —
hur manga méjliga portkoder finns att sla?

® Hir har vi dragning
® Med hénsyn till ordning: koden 1995 ar inte samma som koden 5991

® Med aterlaggning: vi kan vélja bland alla siffror pa varje position

Forsta siffran viljs bland {0,1,2,...,9}, och det samma géller for 6vriga siffror

Antalet mojliga portkoder blir sa

10-10-10-10 = 10* = 10000

Vid dragning av k objekt fran n mojliga, med aterlaggning och med hansyn till ordning,
finns n* mojliga permutationer.
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Dragning med aterlaggning, med hénsyn till ordning t¢ University

vilj k =2blandn =3
med aterlaggning - med hansyn till ordning

n*=32=9

NNV

1:a 2:a
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Kombinatorik
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University

Med aterlaggning

Sammanfattning: Att rdkna pa permutationer och kombinationer

Utan aterlaggning

|
Med ordning nk nPr = ﬁ
n—~kK);
I
Utan ordning ej pa kurs nCr=(p) = k'(nn; k)!
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Betingade sannolikheter



2 Stockholm

Overgripande tanke L% S University

Vi antar aterigen att vi har tva olika héndelser, A och B, i utfallsrummet S

Betingade sannolikheter anvinds for att svara pa fragor av typen “hur sannolikt ar det att
héndelse A intraffar, givet att hiandelse B redan har intraffat”

Vi skriver P(A|B), dir A|B lases som A givet B eller A betingat pi B

Handelse B behover inte ha intraffat ndr vi rdknar pa sannolikheten, utan vi kan anta att
B intraffar for att se hur det paverkar sannolikheten for A

® Exempel:
® Vad &r sannolikheten att fotbollslaget A vinner matchen givet att lag B gor forsta malet?
® Vad &r sannolikheten att lunchrestaurangen serverar artsoppa givet att det ar torsdag?

® Vad &r sannolikheten for att lunchrestaurangen serverar adrtsoppa givet att det ar tisdag?

Vi kan ankyta till resonemang i F3 for att reda ut hur vi bor tdnka
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Exempel med husdjur

Stockholm

University

® Vi kan beskriva fordelingen av variablerna Pets och Gender med korstabell/mosaic plot

Gender
| Female Male Total
Has cats 23.9% 16.7% 40.6%
9| Has dogs 24.0% 25.1% 49.1%
& | Hasboth 63% | 40% | 103%
| Total | 542%  458% | 100%

Female Male
Has cats 0.239 ‘ 0.167 ‘
Has dogs 0.240 0.251
Has both 0.063 0.040
P(female)=0.542 P(male)=0.458

® Om vi vill betinga pa Gender gar vi igenom varje kolumn separat, och berdkna

kolumnvisa andelar

® Givet att Gender = Female, hur stor andel av individerna har katt/hund/bada?
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University

Female Male

0.239/0.542  0.441 0.167/0.458 = 0.364

0.240/0.542 = 0.443 0.251/0.458 = 0.548

betinga betinga

pé 0.063/0.542 = 0.116 0.040/0.458 = 0.088 pa

Female Male

Female Male
Has cats 0.239 ‘ 0.167 ‘
Has dogs 0.240 0.251
Has both 0.063 0.040
P(female)=0.542 P(male)=0.458

® Vi anvinder samma procedur/tankesétt nér vi vill berdkna P(A|B)!
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Lite mer abstrakt exempel % < University

Under pandemin kunde vi testa oss sjalva for covid, med viss felrisk

Vi definierar hindelserna A = {Positivt hemtest} och B = {Har covid pa riktigt}

Pga risk for felaktiga tester soker vi P(Har covid pa riktigt|Positivt hemtest) = P(B|A)

Det finns manga olika utfall, covidsjuka kan t.ex. bade fa positivt och negativt tester

I allménhet ges utfallsrummet av S = {{4, B}, {A¢, B}, {4, B}, {A¢, B°}}

Vilken area i diagrammet motsvarar den sannolikhet vi ar ute efter?
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Vérlden krymper t & University

® Nar vi betingar sa “zoomar vi in” pa ett nytt utfallsrum, precis som nér vi fokuserade pa
kolumnen Female — vi betingar pa A, sa cirkeln A blir vart nya utfallsrum

A
AnBc
<A
B B¢

Betingad sannolikhet: Sannolikheten for B, betingat pa A, ges av

P(B|A) = 13(;‘(2;9).

P(BJA) ér alltsa andelen av arean A som faller inom arean B.
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Allmana multiplikationsregeln och oberoende “S University

Allména multiplikationsregeln: Vi kan kasta om i formeln for P(B|A) och fa

P(ANB) = P(A) . P(B|A)

—_—Z — _—
snittsannolikhet marginell sannolikhet betingad sannolikhet

Fran F11: A och B ar oberoende om (och endast om) P(AN B) = P(A) - P(B)
Utifrdn regeln ovan, ser vi att detta villkor haller om P(B|A) = P(B)

Oberoende héndelser (variant): A och B ar oberoende om (och endast om)

P(B|A) = P(B)

Rimligt! Oberoende betyder att A och B inte paverkar varandras sannolikheter

Notera: Oberoende ar inte liktydigt med disjunkt — oberoende héndelser kan intréffa
samtidigt, men det kan inte disjunktal
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Betingade sannolikheter och beslutstrad
0.167 = 0.458 - 0.364

® Beslutstrad ar ett bra satt att illustrera
denna typ av information

0.251

® Marginella sannolikheter, t.ex. P(Male),

finns i forsta grenen
0.040

® Betingade sannolikheter, t.ex.
P(Cats|Male), finns i andra grenen

® Snittsannolikheter, t.ex. P(Cats N Male),
finns pa slutet

0.239

0.240

0.063

58



University

Marginella och snittsannolikheter

® Om vi bara vill férmedla snittsannolikheter och marginella sannolikheter &r en korstabell

fortfarande det bésta alternativet
e D3 finns ingen anledning att ldgga till den extra abstraktionsnivan i ett beslutstrad

simultansannolikheter (joint) kon och husdjur

Gender _
Female Male Total
Has cats 23.9% 16.7%" | [ 40.6% marginalsannolikheter

Hasdogs | 24.0% | 251% || 49.1% husdjur

| Hasboth | 63% | 4.0% || 10.3% )
Total || 542%  458%) 100%

Pets

marginalsannolikheter kén
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Bayes sats % & University

® Sedan tidigare har vi den allmina multiplikationsregeln
P(A B) = P(BIA)P(4) = P(A|B)P(B)
® Vi har dven formeln fér en betingad sannolikhet

P(AN B)
P(BIA) = ——— 2
(BIA) = 55
® Vi kan nu kombinera dess, och f4 Bayes sats
P(A|B)P(B)

P(BIA) = —5

® Bayes sats later oss vinda betingningar: fran P(B|A) far vi P(A|B) (och vice versa)

® Detta kan vara vardefullt om en av dem é&r littare att berdkna dn den andra
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Nyttan med att vanda betingelse University

P4 en flygplats har vi A = {metalldetektorn piper} och B = {férbjudet foremal}
Nar de ser Over sina sédkerhetsrutiner vill personalen veta

P(forbjudet féremal N pip)
P(pip)

P(B|A) = P(forbjudet féremal | pip) =

Rakt av 4r denna sannolikhets svar att berdkna — personalen maste vinta pa ett stort
antal pip, och sedan avgora om varje pip indikerar férbjudet foreméal

Forbjudna féremal dr ocksa relativt ovanliga, s& manga kontroller skulle behovas
Men: Bayes sats later oss berdkna sannolikheten som

I detta fall &r P(A|B) ldttare att berdkna — personalen kan sjélva testa detektorn med
olika forbjudna féremal och se hur ofta den piper

Huvudsaken ar att vi vinder betingningen till var fordel!
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Rakneexempel med Bayes sats } University

Vi har A och B som i foregaende slide, och har nu fatt informationen att
P(A) =0.01, P(B) =0.001, och P(A|B) = 0.99.

Hur kan vi berikna P(B|A)?

Vi anvander Bayes sats! Vi far sa att

P(A|B)P(B) _ 0.99-0.001
P(A) - 0.01

P(B|A) = = 0.099

Om detektorn piper dr sannolikheten att personen bdr ett forbjudet foremdl cirka 9.9%.
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Satsen om total sannolikhet } University

® Sannolikheten for en hdndelse A kan delas upp som
P(A)=P(ANB)+ P(AnN B°)
ANB  ANB°

b/

A

® De enskilda termerna i uppdelningen kan skrivas om m.h.a. allména multiplikationssatsen

P(ANB) = P(AB)P(B) och P(AN B°) = P(A|B)P(B°)

Satsen om total sannolikhet (for tva héndelser):

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)
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Bayes sats via satsen om total sannolikhet “s University

® Bayes sats siger att
P(A|B) - P(B)
PBIA = =5
® Lagen om total sannolikhet sdger att

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)

Bayes sats (alternativ version):

P(A|B) - P(B)
(A|B)P(B) + P(A|B¢)P(B°)

P(BIA) = 5

® Denna version av Bayes sats &r lamplig om vi inte har P(A) rakt av, utan bara uppdelad
i termer av ndgon annan héndelse — detta ar vanligare &n man tror!
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Exempel med covid-test 295°¢ University

® Vi har handelserna A = {Positivt test} och B = {Covid}, och séker P(B|A)

® | bruksanvisningen till ett test kan vi lésa

antigentest for detektering av Covid-19 ar ett CE-certifierat test for sjalvprovtagning som
kan indikera pagdende infektion av coronavirus. Snabbtest som utférs genom néstopsning i
framre nasan. Med hog specificitet pa 99,20 % isamt hog|sensitivitet pa 96,77 %, Passar for
screening av symptomfria individer exempelvis pa arbetsplatser.

e Oversittning:

® Prevalens: P(Covid) - andel med covid i populationen (rorligt éver tid)

¢ Sensitivitet: P(Pos|Covid) - hur kénsligt dr testet for att upptéicka covid?

® Specificitet: P(Neg|Ej covid) - ar testet specifikt for covid, eller reagerar det pa annat?
® Notera att P(Neg|Ej covid) = 1 — P(Pos|Ej covid) — varfor giller detta?
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Exempel med covid-test University

® Bayes sats sédger att

P(A[B) - P(B)
(A|B)P(B) + P(A|B)P(B°)

P(BIA) =

Oversatt till vart exempel blir det

P(Pos|Covid) P(Covid)
(Pos|Covid) P(Covid) + P(Pos|Ej covid) P(Ej covid)

P(Covid|Pos) = Iz

® Vi stoppar in siffrorna fran féregaende slide

_ 0.9677 - P(Covid)
P Pos) =
(Covid|Pos) 0.9677 - P(Covid) + (1 — 0.9920) - P(Ej covid)

Om 5% i populationen har Covid far vi

0.9677 - 0.05
P Covidlbos) ~ 0.8642
(Covid|Pos) 0.9677 - 0.05 + (1 — 0.9920) - 0.95

Ni kan titta ndrmare pa detta exempel i var widget!
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Mer allman lag om total sannolikhet 1* University

® Ibland kan utfallsrummet vara uppdelat i flera olika héndelser B, By, B3, osv

B,
By

B, B,

® Data om metalldetektortjut kan t.ex. uppdelade enligt B, = {Farligt foremal},
B, = {Glomt nycklarna i fickan}, By = {Virknal i backfickan}, etc

Satsen om total sannolikhet uppdelad pa K hindelser By, ... By:

K
P(A) = ZP(A\BJ-)P(B]») = P(A|B,)P(B,) + P(A|By)P(B,y) + ... + P(A|Bg)P(Bg)

J=1
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Mer allman version av Bayes sats 75 University

® Den allména lagen om total sannolikhet ger en mer allmén version av Bayes sats
B,

B,
< A

B, By

Bayes sats for utfallsrum uppdelat pa K hindelser B, ... Bg:

P(A[By)P(By)

PO = SF b g, p(5)

e [ vissa situationer ar data/information uppdelad i den hér typen av kategorier, och da vet
vi att vi kan anvinda de mer generella resultaten
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Tack for idag!!
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